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124. Molekel-Eigenfunktionen bestimmter Symmetrie : 
Linearkombinationen von P-Funktionen. 

Teil I : Problemstellung, Definitionen und Methode 
von E. Heilbronner und Hs. H. Giinthard. 

(25. 111. 54.) 

a)  Problemstel lung.  
Gegeben sei eine Molekel, fur welche die Punktsymmetrie der 

n Gleichgewichtslagen ihrer n Atomkerne mit der abstrakten Gruppe 
8 holoedrisch isomorph sei. Jedem Atom sei ein Quartett xl, xz, x,, x4 
von orthonormalen AO’s zugeordnet : eine S-Funktion und drei zum 
gleiehen Eigenwert gehorige P-Funktionen’). Wir denken uns diese 
gesamthaft 4 n Funktionen xr durchlaufend numeriert und zu einem 
Kolonnenvektor (x.) zusammengefasst : 

- 
(x2 xz x 3  - . - xan) = (xrb (1) 

Dabei sollen die vier ersten Funktionen (r = 1 , 2 , 3 , 4 )  zum Atom 1, 
die zweiten vier Funktionen (r = 5,  6, 7, 8) zum Atom 2 usw. gehoren. 

Man suche nun eine solche Matrix W, die durch linksseitige Multi- 
plikation mit dem Zeilenvektor ( ir) die richtigen Linearkombinationen 
nullter NBherung in Form neuer Zeilenvektoren ( G I )  liefert : 

(id = ( i d  w. (2) 

In  der vorliegenden Arbeit soll die Matrix W fur beliebige, den Or- 
ganiker interessierende Punktsymmetrie-Gruppen abgeleitet werden. 

Wir wollen dabei so vorgehen, dass wir in diesem Teil I die Voraus- 
setzungen zur Losung des gestellten Problems diskutieren und in einem 
Anhang die zu verwendenden Definitionen festlegen. Ausserdem soll 
die allgemeine Theorie der Losungsmethode angegeben werden. 

I n  einem in Vorbereitung befindlichen zweiten Teil wird diese 
Methode am Beispiel der Symmetriegruppen C,,  und D, demonstriert, 
und in einem dritten Teil sollen schliesslich in tabellarischer Ubersicht 
die zur praktischen Anwendung der Methode notwendigen Matrizen 
und Formeln zusammengestellt werden. 

1) Diese Einschriinkung kann ohne Verlust an Allgemeinheit gemacht werden. Eine 
Verallgemeinerung auf beliebig viele jedem einzelnen Atom zugeordnete S-, P-, D- USW. 

Funktionen fiihrt zu keinen wesentlich neuen Aspekten, und alle Formeln und Matrizen 
(mit Ausnahme der Matrizen D), die zur Behandlung solcher komplizierterer Fiille not- 
wendig sind, ergeben sich bereits bei der Analyse des hier gestellten einfacheren Problems. 
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b) V o r a u s s e t z u n ge n. 
Gegeben ist laut, Problemstellung a) eine symmetrisehe Molekel, 

hestehend aus Satzen iiquivalenter Atome, wohei jedem Atom vier 
zueinander orthogonale, normierte AO's zugeordnet sind. Fiir die Lo- 
sung de,r gestellten Aufgahe sind die folgenden Voraussetzungen zu 
machen : 

1. Das System der Gleichgewichtslagen der Atome der interessierenden Molekel be- 
sitze eine Punktsymmetriegruppe, die mit der abstrakten Gruppe 6 (Ordnung g) holo- 
edrisch isomorph sei. 

2. Die irreduziblen Darstellungen der Gruppe sollen immer in unitarer Gestalt 
angenomrncn werden. 

3. Als AO's sollen, wenn nicht anders vermerkt, in der Folge nur Eigenfunktionen 
von S- und P-Zustanden, letztere in ihrer komplexen Gestalt p"), pg', pTl, berucksichtigt 
werdenl). Der obere Index i kennzeichnet die Zugehorigkeit zum Atom i2). 

4. Die erste Zeile der Gruppentafel von 8 soll die Basis fur die regulare Darstellung 
T ( r e g . )  der Gruppe bilden. Damit ist auch gleichzeitig die Reihenfolge der Elemente und 
eine Numerierung der Atornkerne eines Satzes iiquiva.lenter Teilchen festgelegt, die fur 
alle folgenden Betrachtungen bindend sein soll. 

5. Die Molekel betrachten wir als ails Satzen aquivalenter Teilchen zusammenge- 
setzt. Die Numerierung der Teilchen innerhalb eines Satzes aquivalenter Atome in allge- 
meiner Lage ist dann ebenfalls durch die erste Zeile der Gruppentafel festgelegt, wenn 
folgende Abmachung getroffen wird : Wir belegen ein beliebiges Teilchen des Satzes mit 
der Nummer 1. Dann fuhre die dem Element Gk der ersten Zeile der Gruppentafel von 6 
zugeordnete Symmetriecperation GkqOp dieses Teilchen 1 in das Teilchen k iiber. 

6. Enthalt die Molekel neben Atomen in allgemeiner Lage auch noch solche in spe- 
zieller Lage, so sind fur diese die richtigen Lineerkombinationen mittels einfacher Regeln 
leicht abzuleiten3). 

7 .  Gemiiss den Satzen der Darstellungstheorie sind die zu niclit squivalenten 
irreduziblen Darstellungen gehorigcn MO's zueinander hermitesch orthogonal. Sie brau- 
chen aber nicht normiert zu sein, auch dann nicht, wenn sio aus normierten AO's zusam- 
mengesetzt wurden. Diejenigen MO's, die zu Darstellungen zweiten und hoheren Grades 
gehoren, werden als zu verschiedenen Stellenzeilen gehorige MO's angenommen. 

8. Besteht die Molekel aus mehreren Satzen von Atomen in allgemeiner (oder spe- 
zieller) Lage, so beschrankt. sich die. Berechniing der Elemente der Sakulardeterrninante 
auf die folgenden Schritte: 

CL) 1st T(')eine irreduzible Darstellung ersten Grades von 6 und sind #, I#, rp&, . . . 
die zu den Satzen I ,  11, 111, ... und zu I'(i) gehorigen MO's, so sind die Elemente der 
Sakulardeterminante (3) 

I H'i) E:(i) s(i) !I = 0 (3) K L -  KL 1 1  

1) pii) = R (r)Y(&,rp). R1,.(r) Polynom vom (n-I-1)-ten Grad von r; Y(8,  rp) 
zugeordnete Kugelflachenfunktion. 

2, Da es fur  den Chemiker des ofteren von Vorteil ist, an Stelle der komplexen 
Punktionen mit den reellen Funktionen zu rechnen, soll hier an den Zusammenhang 
zwischen den beiden Siitzen aquivalenter Funktionen erinnert werden: 

Hs. H .  Giinthard, E .  Heilbronner & B. Messikommer, Nelv. 35, 2149 (1952). Siehe 
Errata am Ende dieser Arbeit. 
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gegeben durch die Relationen (4) und (5 ) :  

H$?? = / p y  H,, # d t  , 

-(i) ~- /Pg* pg) d t ,  SIC, -- 

w 
K, L = I, 11, 111, .... 

/i) 1st T(i) eine irreduzible Darstellung vom Grad 11 und gehoren die MO’s 
(i) (i) (i) 

(i) (i) (i) (i) 
PI, 1 PI,2 PI, 3 * . . P:)$ zum Satz 1 ,  

%I, 1 911, 2 PIl, 3 . . . %I, li zum Satz 11 1 

..................................... usw., 
so genugt es, die Sakulardeterminante nur aus denjenigen MO’s zu bilden, die zur gleichen 
Zeile der Darstellungen TO) gehoren. Die Sakulardeterminante aus den MO’s, die zur 
zweiten, dritten, . . . , 11-ten Zeile gehoren, ergibt dann die gleichen Eigenwerte. 

(4) 

( 5 )  

c) Methode. 
Unter dem Einfluss der Deckoperatoren Gk,op der zu 8 holo- 

edrisch isomorphen Symmetriegruppe der Molekel erzeugen die 4 g 
zu einem Satz iiquivalenter Atome allgemeiner Lage gehorigen AO’s 
(xi] eine Darstellung r‘ von 8: 

(6) 
Da unter dem Einfluss von Gk,op nur die Indizes der S-Funk- 

tionen untereinander permutiert und die P-Funktionen in andere P- 
Funktionen oder in Linearkombinationen von solchen abgebildet wer- 
den,), 15isst sich durch eine sinngemiisse Umordnung des Basisvektors 
{xi] bereits eine erste Faktorisierung der Darstellung r‘ erzielen. 

Zu diesem Zweck fassen wir die g S-AO’s xl, x5, x9, . . . , x4g-3 zu- 
sammen und bezeichnen sie mit s,, sz ,  s3, ..., sg. Die restlichen 3 g 
P-AO’s seien mit den Symbolen 

bezeichnet . 

Gk, op gerade eine reguliire Darstellung P e g . )  der Gruppe : 

Gk, op {?I} = {?I} r’ (Gk) . 

(g;, p$9, $P) P- (l\> P y ,  & >  P“,,. Pf’, P?\, . . . , p- +I 

Die S-AO’s erzeugen dann unter dem Einfluss der Deckoperation 

(7) 
Nach einem allgemeinen Satz der Darstellungstheorie lasst sich 

die reguliire Darstellung mit Hihe von Matrizen N reduzieren, wenn 
N aus den normierten Stellenzeilen eines vollstandigen Systems aller 
irreduziblen Darstellungen Tci) yon Q gebildet wird. Im vollstandigen 
System der irreduziblen Darstellungen tritt jede irreduzible Darstel- 
lung P) so oft auf, als ihr Grad It angibt : 

Gk, op {it} = {GI} r(r%’.) (Gk) . 

S 

Nt f freg . )  (Gk) N = 2 11 (Gk) . (8) 
i = l  

In  dieser Formel (8) bedeutet s die Zahl der Klassen in 8. 
1) Siehe Anhang 11. 
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In  der bereits zitierten Arbeit von Giinthard, Heilbronner & Messi- 
konanzer wurden fur die, vom Standpunkt der theoretischen Chemie 
Die Matrix N besitzt entlang der Hauptdiagonale fur jede eindimen- 
aus gesehen, wichtigsten Punktgruppen vollstandige Systeme irredu- 
zibler Darstellungen, charakterisiert durch Matrizen N’ I), angegeben. 
Mit Hilfe dieser Matrizen N’ lassen sich, entsprechend der Gleichung (9) 

{@I = {:I N’, (9) 
Linearkombinationen p von S-AO’s bilden, die zu den irreduziblen 
Darstellungen der xu behandelnden Gruppe gehoren, wodurch die Sa- 
kulardeterminante der zur Diskussion stehenden Molekel direkt in 
faktorisierter Form erhalten werden kann. 

Wir wollen aber hier von den Matrizen N der Gleichung (8) zu- 
satzlich verlangen, dass sie die irreduziblen Darstellungen der rechten 
Seite von (8) in der naturlichen Reihenfolge liefern. So sol1 zum Bei- 
spiel die regulgre Darstellung der Diedergruppe D6 (hier als spezielles 
Beispiel D5) wie folgt zerlegt werden: 

N =  

Fur die cyclischen Gruppen (6,) und fur die Vierergruppe 23 
stellen die Matrizen N nichts anderes dar als die transponierten, in 
ihrer ublichen Schreibweise angenommenen Charakterentabellen die- 
ser Gruppen, da diese nur irreduzible Darstellungen ersten Grades 
enthalten. 

und die 
symmetrische Gruppe G4 konnen die Matrizen N, welche ausser der 
Forderung (8) auch noch die irreduziblen Darstellungen in ihrer natur- 
lichen Reihenfolge liefern, aus den Matrizen N’ durch Permutation der 
Kolonnen erhalten werden. 

Die Kolonnen (Stellenzeilen) der Matrizen N’ sind so geordnet, 
dass sie der naturlichen Reihenfolge der irreduziblen Darstellungen 
und der alphabetischen Reihenfolge der Indizes der Elemente dieser 
Darstellungen entsprechen. Die Umrechnung auf die hier verwendeten 
Matrizen N erfolgt durch rechtsseitige Multiplikation mit einer reell- 
orthogonalen Matrix V, entsprechend der Gleichung (11) 

N’V = N . (11) 

Fur die Diedergruppen (a,), die alternierende Gruppe 

l) In der zitierten Arbeit wurden diese Matrizen mit dem Symbol N (entgegen N’ 
in der vorliegenden Abhandlung) bezeichnet. Betreffend einige in jener Arbeit enthaltene 
Errata vergleiche den Anhang 111. 
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sionale Darstellung in N' die Zahl 1, fur jede zweidimensionale Dar- 
stellung die Untermatrix 

/ o  0 0 1 \  

' 1  0 0 0 0 0 0 0 0 '  
0 0 0 1 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 0 1 0 0  
0 1 0 0 0 0 0 0 0  

0 0 0 0 0 0 0 1 0  
0 0 1 0 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 1 0 0 0  

0 0 0 0 1 0 0 0 0 .  (13) 

, o  0 0 0 0 0 0 0 1 ,  

Die Dimension der Matrizen r ( G k )  ist gleich 3 g. Fassen wir je 
drei zum gleichen oberen Index i gehorige P-AO's PF)~, p:), pTl zu 
einem Vektor p(i) zusammen, so lasst sich die Gleiehung (14) wie folgt 
schreiben : 

{$(I) @(z) . . . @(g)} = ($1) p"(2) . . . p ( P ) }  r ( G k )  . (15) 
Der Aufbau der Matrix I'(Gk) ist, wie im Anhang I1 naher be- 

schrieben wird, durch folgende Definition (16) gegeben : 
(16) r ( G k )  = m g . )  (Gk) X D (Gk) , 

66 

und fur jede dreidimensionale Darstellung die Untermatrix 

Setzt man die Zahlen 1 und die Matrizen (12) und (13) entspre- 
chend der naturlichen Reihenfolge der irreduziblen Darstellungen in 
N', in V ein, so wird die alphabetische Reihenfolge der Kolonnen- 
indizes, nicht aber die naturliche Reihenfolge der irreduziblen Dar- 
stellungen geandert, 

Mittels der Matrizen N kann also eine erste Teilaufgabe, namlich 
die Zerlegung der regularen Darstellung r ( r e g )  in ihre irreduziblen Dar- 
stellungen Pi), gelost werden. 

d) Zerlegung der  D a r s t e l l u n g r i n  i r reduzib le  Darstel lungen.  
Durch eine Umordnung des Zeilenvektors ( f i>  war es moglich ge- 

wesen, aus der durch (6)  definierten Darstellung r' die regulare Dar- 
stellung P e g . )  abzuspalten. Im folgenden wollen wir uns mit der durch 
die P-AO's erzeugten Darstellung T befassen. 

Unter dem Einfluss von Deckoperationen Gk,op aus der zu 6 iso- 
morphen Symmetriegruppe der Molekel erzeugen die 3 g zu einem 
Satz Bquivalenter Atome gehorigen P-AO's die Matrizen r( Gk) der 
Darstellung r, entsprechend der Gleichung (14) : 
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wobei in dem direkten Produkt der rechten Seite von (16) die T(reg.)( G k )  

die dem Gruppenelement Gk zugeordnete Matrix (vom Grad g) der 
regularen Darstellung I ' @ g . )  bedeuten. Die Matrizen D( Gk) vom Grad 3 
entstammen der dreidimensionalen Drehungsgruppe. 

Wie im Kapitel d )  gezeigt wurde, liisst sich die regulare Darstel- 
lung T(reg.) mit Hilfe der bereits beschriebenen Matrizen N faktorisieren 
und in ihre irreduziblen Dars tellungen zerlegen. 

Es stellt sich nun die Aufgabe, eine solche Matrix M zu finden, 
welche die Darstellung T entsprechend der Formel (17)  in irreduzible 
Darstellungen zerlegt : 

(17) 

Zu diesem Zweck ist es von Nutzen, sich den Aufbau der Matrizen 

M i  I'M = c c i  TO) . 
i 

r( Gk) der Darstellung T vor Augen zu fuhren: 

........................................................... 

........................................................... 
. .  . .  . .  ........................................................... 

Es handelt sich um eine geteilte Matrix der Dimension 3 g x 3 g, 
welche man als eine Matrix der regularen Darstellung betrachten kann, 
die an Stelle der Elemente T{i'pg.)(Gk) = d G I ,  GkG, Submatrizen der 
Form dG,, GkG, D( Gk) enthalt. Infolgedessen transformiert die Matrix 
N x E ([El = 3 )  entsprechend der Formel (19) unsere Matrix r(Gh) 
wie folgt : 

(19) 

Kennt man ausserdem jene Matrix T, welche D in irreduzible 

(20) 

so reduziert sich die gestellte Aufgabe schliesslich darauf, jene Ma- 
trizen W j )  zu suchen, welche das direkte Produkt zweier, zur gleichen 
Gruppe gehorigen, irreduziblen Darstellungen in irreduzible Darstel- 
lungen zerlegen : 

(21) 

Eine wesentliche Vereinfachung besteht darin, dass es moglich ist, 
die Koeffizienten UI  a priori aus den bekannten Charakteren der ir- 
reduziblen Darstellungen Pi) und I ' ( j )  zu berechnen, so dass das Resul- 
tat  der Zerlegung als bekannt vorauszusetzen ist. 

(N X E)? r ( G k )  (N X E) = c1i r(i) ( G k )  X D ( G k ) .  
i 

Bestandteile zerlegt 
Tt D ( G k )  T = 2 ti r ( G k ) ,  

i 

U(i,j)t r(i) ( G k )  X r(j) ( G k )  u(i,j) = 2.i r(i) ( G k )  . 
i 
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Im dritten Teil dieser Arbeit wird gezeigt werden, wie die Ele- 
mente U!;j) der Matrizen U ( i , j )  = (U$j)) direkt oder mit Hilfe der 
hyperkomplexen Zahlen berechnet werden konnen. 

Nachdem nun alle notwendigen Elemente definiert wurden und 
der Weg, auf dem die Matrizen M abgeleitet werden konnen, skizziert 
worden ist, sollen diese Matrizen M nun explizite angegeben werden. 
Dabei sei hier auf die Definition der Matrix M durch die Relation (17) 
hingewiesen. 

a )  1. Schr i t t :  Zer legung mi t t e l s  der  Mat r ix  N x E. N ist 
durch die Formel (8) definiert (siehe auch die Formel (11)). Es ist eine 
Matrix vom Grad g. Unter E soll hier die Einheitsmatrix vom Grad 3 
verstanden werden, so dass das direkte Produkt N x E den Grad 3 g 
besitzt. Der Aufbau von N x E passt genau auf die Matrizen F(Gk) 
der zu faktorisierenden Darstellung r. Diese wird entsprechend der 
Gleichung (19) zerlegt. 

b )  2 .  Sch r i t t :  Zerlegung mi t t e l s  der  M a t r i x E  x T. T wurde 
durch die Gleichung (20) definiert. Unter E soll hier die Einheits- 
matrix vom Grad g verstanden werden, so dass E x T vom Grad 3 g 
ist. Wendet man diese Matrix auf die rechte Seite der Gleichung (19) 
an, so ergibt sich: 

(E X T)t (c li T(')(Gk) X D(Gk) (E X T) = 

11 r(i) (4) X 2 t j  r(j) (Gk) = 

i 1 
1 

2 11 t j  r(i) (a,) X r(j) (Gk) . ' 
(22) 

Somit haben wir die ursprungliche Darstellung r in eine Summe 
von direkten Produkten von irreduziblen Darstellungen zerlegt, wobei 
jedes dieser Produkte genau litj-ma1 vorkommt. Die Anordnung der 
direkten Produkte in der direkten Summe soll so geschehen, dass die 
Indizes (i, j) sich in alphabetischer Reihenfolge priisentieren. 

y )  3 .  S c h r i t t :  Zer legungmit te l s  der  Matr ix  Elit, V i , j ) .  Die 

Matrizen U('>j) wurden durch die Gleichung (21) definiert. Ihr Grad 
ist Llj, wobei 11 und 11 jeweils den Grad der irreduziblen Darstellungen 
Fi) und P) bedeuten. Da die Summe 2 ti [P)] = 3 ist, hat die Matrix 

i, j 
Die direkte Summe der direkten Produkte irreduzibler Darstel- 

lungen aus der Gleichung (22) wird demnach wie folgt zerlegt : 

i, j 

i, j 

El i t ,  U(i,j) den Grad 3 g .  i 

SchliessLich fassen wir die drei Schritte a ) ,  B )  und y )  zusammen, 
wodurch die folgende Definition fur die Matrix M erhalten wird: 

1, I > (  i, j 
MY F M  = ((zli t j  U(i,j)) (E x T) (N x E) t r (N x E) (E x T) (2 li t j  U0,j))). (24) 
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Oder : 

Die Definition der Matrix M durch die Relation (25) erlaubt nun, 
bei Kenntnis der Bestimmungsstucke N, T und U(i,j) diese Matrix fur 
beliebige Punktsymmetriegruppen und Systeme einfach abzuleiten 
und somit nach der Formel 

{a = @I M (26) 
die richtigen Linearkonibinationen von P-AO's fur beliebige Molekeln 
auf zustellen. 

Die Matrizen N wurden hereits beschrieben (siehe Formeln (11) 
usw.). Die Matrizen T und U(i,j) sollen im dritten Teil der vorliegenden 
Arbeit eingehend beschrieben werden. 

Anhang I. 
Defin i t ionen  u n d  Abmachungcn.  

Fur die Untcrsuchungen dieser Arbeit sollcn, wcnn nicht spczicll andcrs vermcrkt. 
die folgcndcn Definitionen und Abmachungen bctreffend die Symbolc und ihrc Bcdcu- 
tung geltcn. 

1.  Matr izen .  Sei (ail) cine Matrix, so bedeutc (G) die zu (all) transponiertc, 
(all)? die zu (all) adjungiertc Matrix. 

Vektorcn sollen immer als Kolonnenvektorcnl j aufgcfasst werden. 1st (x) ein Kolon- 
ncnvektor, so ist (2)  dcr cntsprechcndc Zeilcnvektor. Sind die Elcmente cines Vektors 
Basisvcktoren, so sollcn dcrartigc Vektorcn immer durch geschwciftc Klammcrn gekenn- 
zeichnct wcrdcn: {x}. 

Die Elemcnte aij cincr Matrix (aij) sollcn immer kurz als ,,Elcmcntc" bezeichnet 
wcrden. 

Ordnct man die Elcmentc aij eincr Matrix (ail) so, dass ein Element aij immer dann 
eincm Element ai'j' vorangeht, wcnn cntweder i < i' oder wenn i = i', j < j' ist, dann 
wollcn wir dicse Rcihcnfolgc dcr Elemcntc cine alphabctischc Rcihcnfolgc ncnnen. 

Als Elcmentc tretcn in diescr Untersuchung oft Klammcrsymbolc (kj auf. (Siche 
Tcil I1 und 111 der vorliegenden Arbeit.) Diescn soll die folgcndc Bedcutung beigclegt 
werden: 

(k) exp--k; i = 1/-1, 

wobei n jewcils fur die game Matrix oder fur cine ganze Gruppc von Matrizcn konstant 
blcibt und jcweils cxplizitc definiert werden wird. 

Es gclten untcr aridcren die folgcnden Rclationen fur diese Klammersymbolc : 

- 
(271 

2 n i  
n 

(n/2) = - 1 fur alle geradzahligen n, (28) 

(k) = 0, (29) 
n 

k= 1 

(k)* = (n- k) (wobei (k)* die zu (k) komplcx konjugiertc Grossc beeeichncn soll). 

sehlagige Literatur vcrwiescn2). 

(30) 
Das Symbol [(aij)] bedeutc den Grad der Matrix (ail). I m  iibrigcn sci auf die ein- 

l)  A .  S. Aitken, Determinants and Matrices, Edinburgh 1944. 
2)  Siche z. B. : B. Neisa, Determinantcn und Matrizen, Berlin 1948, sowic die vor- 

hergchcndc Fussnote. 
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2. Gruppentheor ie .  Unter der Gruppe 8 soll hier immer die abstrakte Gruppe 

Die Elemente der Gruppe 8 sollen immer als ,,Gruppenelemente" und durch das 

Die jedem Gruppenelement Gk von 8 zugeordnete Deckoperation einer zu 8 holo- 

Unter einer Darstellung der Gruppe 8 soll immer eine Darstellung durch Matrizen 

der Ordnung g verstanden werden. 

Symbol Gk (k = 1, 2, 3, ..., g) mit GI = E bezeichnet werden. 

edrisch isomorphen Symmetriegruppe bezeichnen wir mit Gk,op. 

verstanden werden. Als Symbole werden venvendet : 
= i-te irreduzible Darstellung von 8 , 

r ( rea . )  = regdare Darstellung von 8 , 
r = beliebige, von den irreduziblen Darstellungen und der regularen Darstel- 

Die den einzelnen Gruppenelementen Gk von 8 zugeordneten Matrizen einer Dar- 
stellung T von 8 sollen als r( Gk) bezeichnet werden. Die Elemente dieser Matrizen r( Gk) 
werden durch tiefgesetzte Indizes gekennzeichnet : riI(Gk). 

Fur die irreduziblen Darstellungen der zu den zu behandelnden Gruppen holoedrisch 
isomorphen Symmetriegruppen werden die international festgelegten Symbole verwen- 
det'). Die durch diese Abmachung festgelegte Reihenfolge der irreduziblen Darstellungen 
der einzelnen Gruppen soll als ,,natiirliche Reihenfolge" bezeichnet werden. 

lung verschiedene Darstellung von 8. 

1st eine Deckoperation Gk, durch die folgende Gleichung (31) definiert: 

so folgt fur den Ubergang zu einer neuen Basis {z} (siehe nachstes Kapitel3): 
(31 ) 

(32) 

G {s' A )  = { 2 }  r ( G k ) ,  

Gk,op {2] = { ?} B-' r (Gk) B . 
I m  iibrigen gelten, wenn nicht anders vermerkt, die iiblichen Abkiirzungen und 

Definitionen der Gruppentheorie2). 

l) H .  Eyring, J .  Walter & G. E .  Kimball, Quantum Chemistry, New York 1944. 
G.  Herzberg, Infrared and Raman Spectra of Polyatomic Molecules, New York 1945. 
H .  Margenau & G. M .  Murphy, The Mathematics of Physics and Chemistry, New York 
1943. S. Bhagavantam & T.  Venkatarayudu, Theory of Groups and its Application to  
Physical Problems, Waltair 1951. Die in diesen Werken fehlende Charakterentabelle fur  
die Gruppe 9, sei hier angegeben: 

(n der Klammersymbole = 7) 
Fur die direkten Produkte der irreduziblen Darstellungen gelten folgende Zer- 

legungen : 
r(3) x r ( 3 )  = I Y 1 )  + T(*) + T(4). r ( 3 )  x IT41 = r(3) + r ( 5 ) ,  

r(4) x r ( 5 )  = r ( 3 )  + T ( 4 ) .  

r(3) X r(5) = r(4) + r(5). r ( 4 )  X r ( 4 )  r(1) + r(2) + r ( 6 ) ,  

l Y 6 )  x r ( 5 )  = r(1) x I Y 2 )  + r ( 3 )  . 
z ,  A .  Speiser, Die Theorie der Gruppen eudlicher Ordnung, Berlin 1937. H .  Weyl ,  

The Theory of Groups and Quantum Mechanics, Princeton 1931. L. Baumgartner, Grup- 
pentheorie, Berlin 1949. Sowie die Werke der vorhergehenden Fussnote. 
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3. K o o r  d i n a  t e n t r a n s  f or m a  t ion  (Abbildung). Alle Koordinatensysteme sollen 
Rechtssysteme sein. 3, 7,; seien die Einheitsvektoren eines gegebenen Koordinaten- 
systems, px, py, p, die Koordinaten eines Vektors Q in diesem Koordinatensystem: 

(33) 
+ 

Q == x px + 7 py + z p ,  = {:I (p) . 
Wir unterwerfen den Vektor Q einer Transformation Dop, die ihn in sein Bild p’ 

uberfuhrt (Abbildung). Wir wollen uns auf solche Transformationen beschriinken, die 
die Liinge des Vektors p (das heisst den Betrag [ Q 1) unverandert lassen. Wir definieren: 

(34) 
D bedeute jene Matrix, welche aus den alten Koordinaten (p) die neuen Koordinaten 

(p’) des Bildes p’ von p liefert. 
Wir halten explizite fest: Die n e u e n  Koordinaten werden durch die a l t e n  Koordi- 

naten ausgedruckt. 
4. B a s i s t r a n s f o r m a t i o n e n .  Die alte Basis bei wie im Kapitel 3 durch die Ein- 

heitsvektoren <,7, t. die neue Basis durch die Einheitsvektoren X, Y, Z definiert, wobei 
der durch (35) gegebene Zusammenhang gelten 5011, wenn B die Matrix der Basistrans- 
formation bedeutet : 

(35) 
Wir halten explizite fest: Die n e u e  Basis wird durch die a l t e  Basis ausgedriickt. 
1st der Vektor Q im alten Koordinatensystem {Z) durch die Formel (32) definiert, 

so sind seine neuen Koordinaten Px, Py, PZ im neuen Koordinatensystem {X} gegeben 
durch: 

(36) 

Do, (6) = (p’) = (F) D; [D] = 3 .  

+ - +  

{ x’ Y’ z} = { 2)’ = { 2 3 3} B = { %} B ; [B] = 3 . 

+ 

(P) = B-‘ (p) . 
Anhang 11. 

Das V e r h a l t e n  v o n  P-AO’s u n t e r  d e m  E i n f l u s s  v o n  D e c k o p e r a t i o n e n :  
D e f i n i t i o n  d e r  D a r s t e l l u n g  r. 

Zur Definition von r, entsprechend der Formel (15), und zur Verdeutlichung des 
Verhaltens von P-AO’s unter dem Einfluss von Deckoperationen sol1 der durch die 
Formel (14) ausgedruckte Sachverhalt an einem einfachen, zweidimensionalen Beispiel 
demonstriert werden. 

*OP 

X I  X I  X I  

Fig. 1. 

Betrachten wir zuniichst ein Atom 1 und das ihm zugeordnete S-A0 s1 (siehe Fig. 1). 
Unter dem Einfluss einer Deckoperation Gz, op wird das A 0  s1 in das A 0  sz iibergefuhrt, 
wie es als Schritt 1 in der Fig. 1 angegeben ist (vgl. Voraussetzung 5 des Kapitels b)). 
Uben wir auf diese Funktion s2 eine beliebige Transformation Do, der zweidimensionalen 
(im allgemeinen Fall der dreidimensionalen) Drehungsgruppe B2 aus (Schritt 2), so wird 
die Funktion s2 auf Rich selbst abgebildet. 

das P-A0 pg) (wir wollen hier der Ein- 
fachheit halber reelle Funktionen benutzen) in die Funktion p!$ uberfuhren. Dies lasst 

Umgekehrt wird die Deckoperation G2, 
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sich, wie es in der Fig. 2 veranschaulicht ist, in zwei Schritten ausfuhren, die den beiden 
fiir die S-AO’s angegebenen Schritten entsprechen: Zuerst vertauschen wir, wie fur die 
S-AO’s, die Indizes (hier obere Indizes!), wodurch $)in p$2)iibeegefuhrt wird (Schritt l), 
und dann fuhrt die Transformation Do, diese Funktion in ihr Bild 

p p  = cx p‘,“’ + CY p@) Y (37) 
fiber. In  unserem Beispiel der Fig. 2 wahlten wir fur G2, op eine Drehung um 4 2 ,  so dass 
in diesem speziellen Fall ex = 0 und cy = 1 wird und damit p?)’ = p‘y”. 

DOP 

Fig. 2. 

Da die Vertauschung der oberen Indizes (Schritt 1) genau den gleichen Regeln folgt 
wie die Vertauschung der S-AO’s, ist der Aufbau derjenigen Matrix, die diese Vertauschung 
bewirkt, sofort gegeben: es ist die regulare Darstellung, in welcher jedes Element durch 
die Einheitsmatrix vom Grad 2, multipliziert mit dem entsprechenden Element, ersetzt ist : 

Den zweiten Schritt besorgt dann, innerhalb jedes Paares von P-AO’s, die dem 
gleichen Atom zugeordnet sind (gleicher oberer Index), die Matrix D(Gk), und deshalb fur 
die gesamte Basis aller P-AO’s der Molekel die Matrix (39) ; 

Vertauschungsmatrix fur Schritt 1 = I’(W.)  (Gk) x E. [El = 2 .  (38) 

Vertauschungsmatrix fur  Schritt 2 = D (Gk) x E . [El = g (39) 
Das Produkt der beiden so definierten Matrizen fuhrt dann, nach einem einfachen 

(40) 
Satz der Matrizenrechnung, zur Matrix 

welche fur den hier behandelten, zweidimensionalen Fall genau der durch die Relation (16) 
definierten Matrix fur den allgemeinen, dreidimensionalen Fall entspricht. 

Anhang 111. 
Tn der Scite 1038, Fussn0t.e 3),  zitierten Arbeit von Ciinthard, Heilbronner & Messi- 

kmmer ,  Helv. 35, 2149 (1952), sind die folgenden Korrekturen anzubringen: Tabelle VI: 
Kolonne T(’)lautet 1, - 1, + 1, - 1. Tabelle XI :  Kolonne Ti!), vorletzter Wert lautet - 1. 
Tabelle XVII: Die Darstellung F(3)  ist nicht unitar, wie im Text angegeben, so dass sie 
zweckmassig durch die folgende unitare Darstellung ersetzt wird: Kolonne rj:): l/Vg 0, 0, 

l/VT 0. Kolonner!;): 0, l / V %  1/14 (2)/VZ (2)/VZ (l)/VZ (l)/V2! 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, o, l /~/Z 
O,l/VZ (2)/V2;0, (2)/VT (l)/VZO, (1)/1/ZKolonne Ti;): O,l/V2:1/V2: (l)/VE(l)/V2, (2)/1/% 
(2)/VZ 0, 0, O,O, O,O, O,O,  1/1% O,l/V2; (l)/V2: 0, (l)/V%, (2)/1/27 0, (2)/VZ Kolonne Ti:): 

( m e g . )  (4) X E) (D (Gk) X E) = r ( r e g 4  (Gk) X D (Gk) , 

0 7  0909 0, (1)/1/Z (2)/VZ (1)iVZ (WVZ (l)/VZ ( 2 ) / V Z  (l)/VZ (WVZ 0, UVZ 0,0,1/V2,0,0, 

1 / E O , O , O , O 3  0 9  0, (2) /YZ (1)/12; (2)/V2i (1)/1/5 (2)/V27 (l)/VZ (2)/1Z (l)/VZ O , l / V Z O ,  0, 
l/VZ 0, O,l,/VZ 0. 

Der eine von urn (E .H. )  dankt der Rockefeller-Foundation in New York fur die 
Unterstutzung der vorliegenden Arbeit. 
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Zu s ammenf  a s  sung. 
Es wird der Aufbau jener Matrix 1cI beschrieben, mittels welcher 

die zu einer bestimmten Punktsymmetriegruppe gehorigen richtigen 
Linearkombinationen von P-AO's direkt erhalten werden konnen. 
Dabei wird die gestellte Aufgabe im Prinzip auf die Berechnung jener 
Matrizen U i > j )  reduziert, welche das direkte Produkt Fi) x T(j) zweier 
irreduzibler Darstellungen in eine direkte Summe von irreduziblen 
Darstellungen zerlegt. 

Organisch-chemisches Laboratorium der 
Eidg. Technischen Hochschule, Zurich. 

125. Neue modifizierte Ausfiihrungsform der Mikro- 
Stickstoff-Bestimmung nach Unferzaucherl) 

von W. Manser und A. Egli. 
(31. 111. 54.) 

Die nachfolgend beschriebene modifizierte Methode zur mikro- 
chemischen Stickstoff -Bestimmung ist in ihren Prinzipien mit der- 
jenigen von Urzterxuucherl) identisch. Dank der Verwendung von Jod- 
pentoxyd zur Oxydation von eventuell entstandenem Kohlenmonoxyd 
zu Kohlendioxyd erfolgt diese Oxydation trotz relativ kleiner Schicht- 
liinge momentan, so dass die Stromungsgeschwindigkeit des Kohlen- 
dioxyds innerhalb gewisser Grenzen keinen Einfluss auf das Analysen- 
resultat hat. Dies ermoglicht, sowohl in festen als auch in flussigen 
Substanzen (fluchtige kiihlen!) den Stickstoff in der kurzen Zcit von 
15 -20 Min. mit einer Genauigkeit von f 0 , l  yo cinwandfrei xu be- 
stimmen, wobei auch schwer verbrennbare Substanzen innerhalb die- 
ser engen Fehlergrenzen reproduzierbare Werte liefern. Weiter ist die 
Lebensdauer der Rohrfullung um das Mehrfache erhoht ; sie reicht 
fur 400-500 Analysen. Aueh ist es moglich, die einzelnen Schichten, 
weil sie in separaten ofen untergebracht und durch Schliffe vonein- 
ander getrennt sind, in kurzester Zeit auszuwechseln, bzw. einzeln zu 
regenerieren. 

Es seien in der Folge die von uns vorgenommenen Abanderungen kurz beschrieben: 
Als Kohlendioxyd-Entwickler verwenden wir die Apparatur von Reihlen2). Diese 

hat den grossen Vorteil, dass sie jederzeit ein vollig stickstofffreies Kohlendioxyd liefert. 
Den Sauerstoff entwickeln wir elektrolytisch aus 5-proz. Schwefelsaure. Dadurch kann in 
einfacher Weise die zu entwickelnde Gasmenge genau dosiert werden. Urn die Reaktions- 
temperaturen genau reproduzieren zu konnen, haben wir die verschiedenen Schichten von 

l) J. Unterzaucher, Mikroch. 36-37,715 (1951). 
2, H. Reihlen, B. 72,  112 (1939). 




